Produto Externo (em IR?)

Definicido: Designa-se por produto externo, e representa-se
pelo simbolo a x b, a operacdo R? x R? — R? definida por

(@1,@2,&3) X (bl,bg,bg) = (agbg-—-agbg,agbl-—-albg,albg-—'@gbl)
s Qs a; as a; as
B D P
€1 €2 €3
= aip as as
by by b3

Propriedades: Para quaisquer a, b, c € R?, tem-se

i) axa=20
i) a X b= —b x a (antisimetria)

i) (aa+pb)xc=aaxc+Fbxc
ax (fb+~vyc)=0Ffaxb+yaxc
a, 5,7 € R (bilinearidade)

C1 Cy Cj3
iv) (axb)-c=|a; ar ag
by by b3

v) (axb)-a=0, (axb)-b=0
(a x b é ortogonal a a e b)



vi) [lax b* = [[a]*|[b]]* - (a- b)*
vii) [la > bl = ||a][|[b]|sen ¥,

em que 0 € [0, 7] é o angulo formado por a e b.



Area do paralelogramo formado por a,b € R?

A = |[afl[[b][sen & = [[a x b




Definicio: Seja S C R? uma superficie, ou seja, uma
variedade de dimensdo 2, parametrizada (globalmente) por
g:QCR? =R} esejad: S — R um campo escalar
continuo sobre a superficie. Entao, define-se o integral de ¢
sobre a superficie S, e designa-se por

/qu o /quds,
/(/5 U, v) ‘ J gg

sempre que este integral (calculado sobre (u,v) € Q C R?)

exista.
Em particular, fazendo ¢ = 1, obtém-se a area da superficie .S

o valor

du dv,

A(S) = Voly(S 1 dS = du dv.




Propriedade: Sejam a = (a1, as, a3),b = (b1, by, b3) € R?, e
considere-se a matriz

_ a bl -
A = a9 b2
- a/3 b3 -

Entao,

la x b|| = (det ATA)2,

O integral duma func3o ¢ sobre uma superficie .S pode
portanto também ser calculado como

/gde:/gb(g(u,v))(deth(u,v)TDg(u,v))1/2dudv.
S Q



Definicao: Dada uma parametrizacdo g : {) C R — R”
duma variedade de dimens3ao m, designa-se por forma ou
elemento de volume-m a funcao

(det Dg(u)” Dg(u))/> = \/det G(u),

para u € {) C R™, e em que
G(u) = Dg(u)' Dg(u),

é a chamada matriz da métrica da variedade formada
pelos produtos internos das derivadas direcionais da
parametrizacao

~Og dg

Gij(u) 1<4,5 <m.




Definicdo: Seja M C R"™ uma variedade de dimensao m,
parametrizada (globalmente) por g : {2 C R™ — R", e seja
® . M — R um campo escalar continuo sobre a variedade.
Entdo, define-se o integral de ¢ sobre a variedade M, e

designa-se por
/qb ou /gdem,
M M

 9lg(u))(det Dg(u)" Dg(u))"*du,

sempre que este integral (calculado sobre u € €2 C R™) exista.
Em particular, fazendo ¢ = 1, obtém-se o volume
m-~dimensional da variedade M

Vol,,,(M) = /Mlde: /Q(det Dg(w)' Dg(u))?du.

o valor




Invariancia do integral para diferentes parametrizacoes

Proposicao: Se uma mesma variedade M é parametrizada
(globalmente) por duas parametrizacdes diferentes, digamos,
g ueQCR" - MCR"eh:veANCR" - M CR",
entdo h ™!l og: ) — A é uma mudanca de coordenadas em
R" e tem-se a relacdo entre os elementos de volume das duas
parametrizacoes

de@

(det Dg(u)" Dg(u))""* = (det Dh(v)" Dh(v))"* |det =

pelo que o integral sobre M é invariante

| oot (det Dgfu)" Dg(u)2du -

/ o(h(v))(det Dh(v)T Dh(v))Y?dv.




